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ABSTRACT. – We study the problem of the symplectization of a bihamiltonian
manifold (M,Λ0,Λ1) and we establish, in the case where M is of odd dimension, the
sufficient conditions of this construction in the neighbourhood of a generic point ofM . In
addition, we give several types of bihamiltonian structures, among which that of Poisson–
Nijenhuis, which are locally symplectizable. Finally, we give the sufficient and necessary
conditions so that a 2-cobord of the Λ0-cohomology should be a Poisson tensor. Ó 2000
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RÉSUMÉ. – On étudie le problème de symplectisation d’une variété bihamiltonienne
(M,Λ0,Λ1) et on établit, dans le cas où M est de dimension impaire, les conditions
suffisantes de cette construction au voisinage d’un point générique de M . On met
ensuite en évidence plusieurs types de structures bihamiltoniennes, entre lesquels celui de
Poisson–Nijenhuis, qui sont localement symplectisables. On donne en plus les conditions
nécessaires et suffisantes pour que un 2-cobord de la Λ0-cohomologie soit un tenseur de
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1. Position du problème
Une structure bihamiltonienne sur une variété différentiable M de
dimension finie est définie par la donnée d’un couple (Λ0,Λ1) de tenseurs
de Poisson compatibles au sens de Magri, i.e. Λ0 + Λ1 est aussi un
tenseur de Poisson, [28]. Précisément, Λ0 et Λ1 sont des champs de
2-tenseurs contravariants antisymétriques sur M ; le fait qu’ils soient
de Poisson s’exprime par les relations [Λ0,Λ0] = 0 et [Λ1,Λ1] = 0,
où [ , ] désigne le crochet de Schouten, [26,40] ; la condition de leur
compatibilité se traduit par [Λ0,Λ1] = 0. On dit que (M,Λ0,Λ1) est une
variété bihamiltonienne.
Un type remarquable de structure bihamiltonienne est celui de Pois-
son–Nijenhuis : Le couple (Λ0,Λ1) possède un opérateur de récursion
N :TM → TM à torsion de Nijenhuis identiquement nulle sur M , tel
que Λ#1 = NΛ#0, où Λ#0 :T ∗M → TM et Λ#1 :T ∗M → TM sont les
morphismes de fibrés vectoriels associés respectivement aux tenseurs
de Poisson Λ0 et Λ1, (cf. [30,22]). Dans le cas où Λ#0 est inversible,
l’opérateur de récursion de (Λ0,Λ1) est défini par N =Λ#1 ·Λ#−10 .
D’après les travaux de F. Magri et C. Morosi [28,30], et séparément
de I.M. Gel’fand et I. Dorfman [14] et [15], les variétés de Poisson–
Nijenhuis constituent un modèle d’espace des phases de systèmes
hamiltoniens complètement intégrables. L’opérateur N est un opérateur
de récursion pour les champs de vecteurs bihamiltoniens, i.e. les champs
de vecteurs X sur M qui sont hamiltoniens relativement àΛ0 etΛ1, et les
relations de récursion de Lénard (cf. [30]) nous permettent de construire
des suites d’intégrales premières de X deux à deux en involution. En
particulier, si N = Λ#1 · Λ#−10 , ces intégrales premières sont les valeurs
propres fonctionnelles de N . Le théorème fondamental de cette théorie,
démontré par Magri et Morosi, assure que lorsque N = Λ#1 · Λ#−10
possède, sur un ouvert de M,1/2 dimM valeurs propres distinctes et
fonctionnellement indépendantes, alors X est complètement intégrable,
sur cet ouvert, au sens d’Arnold–Liouville, (cf. [1,25]).
Afin donc d’étudier les systèmes intégrables c’est naturel, d’après
ces remarques, d’essayer, en opérant une réduction ou un relèvement
du système, (cf. [25,47]), de nous ramener à une variété munie de
deux tenseurs de Poisson compatibles dont l’un est non-dégénéré. Cette
problématique est l’origine de l’intérêt porté à l’étude des problèmes
de réduction et de symplectisation (ou réalisation symplectique, terme
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souvent rencontré dans la bibliographie) d’une variété bihamiltonienne
(M,Λ0,Λ1).
Le problème de réduction de (M,Λ0,Λ1), qui consiste à définir
un feuilletage d’une sous-variété de M de manière que l’espace des
feuilles soit muni d’une structure bihamiltonienne, a été, dans différents
contextes, déjà développé, entre autres, par F. Magri et C. Morosi
[30], J.M. Nunes da Costa et C.-M. Marle [34,35], P. Casati et al. [5],
M. Pedroni [38], M. Mehdi [33], I. Vaisman [44], et l’auteur [39]. Dans
ce travail nous traitons le problème inverse, dans un certaine sens, de
symplectisation d’une structure bihamiltonienne (Λ0,Λ1) définie sur une
variété différentiable M . On cherche à établir, (au moins au voisinage






ayant les propriétés suivantes :
(a) La variété M˜ est de dimension paire, munie d’un couple (Λ˜0, Λ˜1)
de tenseurs de Poisson compatibles dont l’un, à savoir Λ˜0, est inversible ;
(b) Φ est une application de Poisson à la fois pour Λ˜0 et Λ0 et pour
Λ˜1 et Λ1.
DÉFINITION 1.1. – On dit que la variété bihamiltonienne (M˜, Λ˜0, Λ˜1)
et la submersion surjective Φ : M˜→M possédant les propriétés spéci-
fiées ci-dessus constituent une symplectisation (locale) de (M,Λ0,Λ1).
Cette construction nous donne la possibilité d’étudier l’intégrabilité
complète d’un système hamiltonien (M,Λ0, f ) en le relevant au système
hamiltonien classique (M˜, Λ˜0, f ◦ Φ) et en utilisant, sous certaines
conditions, le théorème de Magri–Morosi ; dans le cas où (M˜, Λ˜0, f ◦Φ)
est complètement intégrable, sa déscription géométrique est bien connue,
(cf. [1,25]).
L’étude du problème analogue pour une variété de Poisson (M,Λ),
avec Λ dégénéré, a donné lieu à d’assez nombreuses publications impor-
tantes, notamment de M.V. Karasev et V.P. Maslov [17–20], de A. Wein-
stein [47,48], de P. Dazord [8,9], et d’autres. Grosso modo, leurs résultats
essentiels sont, du point de vue global, que chaque variété de Poisson est
globalement symplectisable par un groupoïde symplectique et, du point
de vue local, que chaque variété de Poisson est localement symplectisable
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par une variété symplectique. Plus précisément, A. Weinstein démontre
dans [47] (cf. aussi [43]) le théorème suivant :
THÉORÈME DE RÉALISATION SYMPLECTIQUE 1.2. – Chaque point
x d’une variété de Poisson (M,Λ), tel que rangΛ(x) < dimM , possède
un voisinage ouvert U dans M tel que (U,Λ|U) soit symplectisable par
une variété symplectique de dimension 2 dimM − rangΛ(x). En outre,
deux telles symplectisations de (U,Λ|U) sont isomorphes.
Le nombre 2 dimM − rangΛ(x) est la plus petite dimension possible
d’une symplectisation de (U,Λ|U ).
Alors, si p est un point de (M,Λ0,Λ1) tel que corangΛ0(p) = k,
k > 1, et corangΛ1(p)= l, k 6 l, en reprenant le processus de la preuve





dim U˜ = dimU + k, de Λ0 sur un voisinage U de p. Par suite, notre
objectif est l’élaboration sur U˜ d’un tenseur de Poisson Λ˜1 compatible





soit un morphisme de Poisson. Il s’agit d’un problème très difficile ;
la vérification des conditions d’intégrabilité et de compatibilité exige
un calcul extrêmement long et compliqué. Notre étude se restreint au
cas où corangΛ0(p) = 1 ; c’est le cas générique lorsque M est de
dimension impaire. Même en ce cas “simple”, nos résultats achevés ne
concernent que quelques types particuliers, mais importants, de structures
bihamiltoniennes incluant celles de Poisson–Nijenhuis. Pour un type
arbitraire de structure, notre problème se ramène à celui d’existence des
solutions d’un système d’équations aux dérivées partielles du deuxième
ordre qui est loin d’être trivial. Afin de l’aborder, on utilise des notions
relatives à la cohomologie de Poisson ; en particulier, le fait que Λ1 est
localement un 2-cobord de laΛ0-cohomologie : il existe sur un voisinage
de p un champ de vecteurs Y tel que,Λ1 = [Λ0, Y ]. De manière naturelle
se pose donc la question : Une variété différentiable M étant munie d’un
tenseur de Poisson Λ0, quels sont les champs de vecteurs Y pour lesquels
les champs de bivecteurs Λ1 = [Λ0, Y ] sont de Poisson ?
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Dans la suite, après un rappel des notions nécessaires pour l’étude ul-
térieure, concernant le calcul et la cohomologie de Poisson (§2), on étu-
die la question posée ci-dessus (§3) ; des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que Λ1 = [Λ0, Y ] soit de Poisson sont données par les Pro-
positions 3.1 et 3.3. Dans le quatrième paragraphe, nous établissons les
conditions suffisantes pour que (M,Λ0,Λ1) soit localement symplecti-
sable et nous présentons quelques exemples explicites.
2. Calcul et cohomologie de Poisson
Soit M une variété différentiable de dimension 2n + h, munie d’une
structure de Poisson Λ0. Pour tout k ∈ N, notons ∧k(M) l’espace des
k-formes différentielles extérieures définies sur M et Vk(M) l’espace
des champs des k-tenseurs contravariants antisymétriques définis sur




L’espace ∧(M) muni du crochet
{ , }0 :∧(M)×∧(M)→∧(M)
associé à Λ0 qui, à tout couple (α,β) ∈ ∧k(M) × ∧l(M), applique la
(k+ l − 1)-forme
{α,β}0 = (−1)k(∆0(α ∧ β)−∆0(α)∧ β − (−1)kα ∧ (∆0β)),(2.1)
où∆0 = i(Λ0)d−d ◦ i(Λ0), est une algèbre de Lie graduée, (cf. [20,23]).
(Dans [20] la formule la plus proche de (2.1) semble être (1.4), p. 9 ; en
outre, la formule de Koszul [23] est reproduite dans [22], p. 75.)
De la propriété
[d,∆0] = d∆0 +∆0d = 0
(cf. [23]) résulte que, pour tout α ∈ ∧k(M) et β ∈ ∧(M),
d{α,β}0 = {dα,β}0 + (−1)k−1{α,dβ}0.(2.2)
L’espace V(M) muni du crochet de Schouten [ , ], (cf. [23,32,43])
est aussi une algèbre de Lie graduée. André Lichnerowicz a introduit sur
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(V(M), [ , ]) l’opérateur
∂Λ0 :Vk(M)→ Vk+1(M)
qui, à tout champ de tenseurs contravariants antisymétriques A d’ordre
k fait correspondre le champ de tenseurs contravariants antisymétriques
d’ordre k+ 1
∂Λ0(A)= [Λ0,A].
Du fait que [ , ] vérifie l’identité de Jacobi graduée, i.e. pour tout
A ∈ Vk(M), B ∈ V l(M) et C ∈ Vm(M),
(−1)(k−1)(m−1)[A, [B,C]]+ (−1)(l−1)(k−1)[B, [C,A]]
+ (−1)(m−1)(l−1)[C, [A,B]]= 0,(2.3)
il découle que ∂Λ0 est un opérateur de cohomologie, c.-à-d. ∂2Λ0 = 0,(cf. [26]).
D’une manière tout-à-fait analogue à celle de la cohomologie de
De Rham d’une variété différentiable, on définit la cohomologie du
complexe (V(M), ∂Λ0 ) (cf. [26,3,4,43]).
DÉFINITION 2.1. – On appelle Λ0-cohomologie de la variété de Pois-
son (M,Λ0), et on la note H(M,Λ0), la cohomologie définie par ∂Λ0 sur
V(M).
Le k-ième espace deH(M,Λ0), 06 k 6 2n+h, est l’espace quotient
Hk(M,Λ0)= Zk(M,Λ0)/Bk(M,Λ0),
où
Zk(M,Λ0)= {A ∈ Vk(M) | ∂Λ0(A)= 0}
est l’espace des k-cocycles, et
Bk(M,Λ0)= {A ∈ Vk(M) |A= ∂Λ0(C),C ∈ Vk−1(M)}
est celui des k-cobords.
L’étude de la structure de H(M,Λ0), qui en général est un problème
délicat, est le sujet d’une suite de travaux récents. Nous citons notamment
ceux de A. Lichnerowicz [26], de I. Vaisman [45], de P. Xu [49], de
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P. Damianou [6] et de J.H. Lu [27]. Les résultats obtenus concernent
seulement quelques classes pariculières de variétés de Poisson.
Le lemme suivant est dû à A. Lichnerowicz (cf. [26,4]).
LEMME DUAL DE POINCARÉ 2.2. – Soit M une variété différentiable
de dimension 2n+ h munie d’un tenseur de Poisson Λ0 de corang h sur
M , et A un k-cocycle de la Λ0-cohomologie H(M,Λ0). Alors,
(1) si k > h, il existe C ∈ Vk−1(M), tel que A= ∂Λ0(C) ;
(2) si k 6 h, il existe C ∈ Vk−1(M) et T ∈ Vk(M), LZT = 0 pour tout
champ de vecteurs Z défini sur les feuilles symplectiques de Λ0,
tels que A= ∂Λ0(C)+ T .
Notons Λ∗0 :∧(M)→ V(M) le prolongement du morphisme de fibrés
vectoriels Λ#0 :T ∗M → TM associé à Λ0 en un homomorphisme de
(∧(M), { , }0) dans (V(M), [ , ]). À tout α ∈ ∧k(M),Λ∗0 associe le champ
de k-vecteurs Λ∗0(α) défini, pour tout σ1, σ2, . . . , σk ∈ ∧1(M), par








alors, pour k = 1,
Λ∗0 =−Λ#0.(2.5)









3. Sur les 2-cobords de la Λ0-cohomologie
SoitM une variété différentiable munie d’une structure de Poisson Λ0,
p un point de M possédant un voisinage ouvert U dans M sur lequel Λ0
est de rang maximum, et ∂Λ0 l’opérateur de cohomologie défini par Λ0.
On cherche à déterminer les champs de vecteurs Y définis sur U dont
l’image par ∂Λ0 est un tenseur de Poisson. Nous traitons séparément les
cas où M est de dimension paire et impaire.
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PROPOSITION 3.1. – On suppose (M,Λ0) de dimension 2n et on
considère un champ de vecteurs Y défini sur un voisinage U d’un point
générique p de M . Alors,
(i) il existe une forme de Pfaff α unique, définie sur U , telle que
Λ#0(α)= Y ;
(ii) le 2-cobord Λ1 = ∂Λ0(Y ) de la Λ0-cohomologie H(U,Λ0|U) est
un tenseur de Poisson si, et seulement si, la 2-forme {α,dα}0 est
fermée.
Démonstration. – Comme Λ#0 :T ∗U → TU est un isomorphisme, la
partie (i) est évidente.
(ii) On a






Alors, Λ1 est de Poisson si, et seulement si,
[Λ1,Λ1] = [Λ∗0(dα),Λ∗0(dα)]=Λ∗0({dα, dα}0)= 0.
L’application Λ∗0 :∧(U)→ V(U), étant un isomorphisme, la dernière
égalité est satisfaite si, et seulement si,
{dα, dα}0 = d{α,dα}0 = 0. 2
Remarque 3.2. – La forme dα munit (U,Λ0|U) d’une 2- forme com-
plémentaire au sens de Vaisman, [46].
PROPOSITION 3.3. – Soit (M,Λ0) de dimension 2n+ 1, Y un champ
de vecteurs défini sur un voisinage U d’un point générique p de M ,
F0 le feuilletage symplectique de la restriction de Λ0 à U , et X0 un
automorphisme de Poisson infinitésimal deΛ0 transverse en p à la feuille
symplectique S0 de Λ0 qui passe par ce point. Alors,
(i) il existe une forme de Pfaff α définie sur U , unique à addition
près d’une section de kerΛ#0|T ∗U , et une fonction différentiable
f ∈C∞(U,R), telles que Y =Λ#0(α)+ fX0 ;
(ii) le 2-cobord Λ1 = ∂Λ0(Y ) de la Λ0-cohomologie H(U,Λ0|U) est
un tenseur de Poisson si, et seulement si, les formes induites par
{α,dα}0 − 2df ∧ L(X0)α et {α,df }0 + (X0 · f )df sur chaque
feuille de F0 sont fermées.
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Démonstration. – (i) D’après le théorème de décomposition locale
d’une variété de Poisson de Weinstein [47], U ∼= S0 × P0, où P0 est une
variété de Poisson de dimension 1, munie alors de la structure de Poisson
triviale, représentée par la courbe intégrale de X0 qui passe par p ; par
suite
TU = T S0⊕ 〈X0〉 = ImΛ#0|T ∗U ⊕ 〈X0〉.
Alors, à chaque champ de vecteurs Y défini sur U correspond évidem-
ment une forme de Pfaff α définie sur U et une fonction f ∈ C∞(U,R)
possédant les propriétés spécifiées ci-dessus.
(ii) En tenant compte du fait que X0 est un automorphisme de Poisson
infinitésimal de Λ0, on obtient






Alors, Λ1 est de Poisson si, et seulement si,
[Λ1,Λ1] = [Λ∗0(dα)+Λ#0(df )∧X0,Λ∗0(dα)+Λ#0(df )∧X0]
= [Λ∗0(dα),Λ∗0(dα)]+ 2[Λ∗0(dα),Λ#0(df )∧X0]
+ [Λ#0(df )∧X0,Λ#0(df )∧X0]





+2[Λ#0(df ),X0]∧Λ#0(df )∧X0 = 0.









]+ [Λ#0(df ),X0]∧Λ#0(df ))∧X0 = 0;(II)
la première contient les termes des 3-tenseurs engendrés par des produits
extérieurs de champs de vecteurs tangents à F0 et la deuxième ceux qui
sont engendrés par des produits extérieurs de X0 et de deux champs de
vecteurs tangents à F0.




]− 2Λ#0(df )∧ [Λ∗0(dα),X0]
= [Λ∗0(dα),Λ∗0(dα)]+ 2Λ#0(df )∧Λ∗0(L(X0)dα)=
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= Λ∗0




({α,dα}0− 2df ∧L(∂/∂z)α))= 0.(3.1)
Comme la restriction de Λ∗0 à l’espace des formes différentielles exté-
rieures sur F0 est un isomorphisme de cet espace sur l’espace des mul-
tivecteurs engendrés par des produits extérieurs de champs de vecteurs
tangents à F0, on conclût que l’équation (3.1) est satisfaite si, et seule-
ment si, la 2-forme induite par {α,dα}0 − 2df ∧L(X0)α sur les feuilles
de F0 est fermée.




]+ [Λ#0(df ),X0]∧Λ#0(df )
= [Λ∗0(dα),Λ#0(df )]−Λ#0(d(X0 · f ))∧Λ#0(df )
= −Λ∗0




({α,df }0 + (∂f/∂z)df ))= 0.(3.2)
En répétant le raisonnement précédent sur Λ∗0, on conclût que l’équation
(3.2) est satisfaite si, et seulement si, la forme de Pfaff induite par
{α,df }0 + (∂f/∂z)df sur chaque feuille de F0 est fermée. 2
4. Symplectisation locale d’une variété bihamiltonienne
Soit (M,Λ0,Λ1) une variété bihamiltonienne de dimension 2n + 1,
et p un point de M tel que corangΛ0(p) = 1. D’après le théorème de





d’un voisinage ouvert U de p dans M muni de la restriction de Λ0 à
ce voisinage, unique d’un isomorphisme de Poisson près, avec dim U˜ =
dimU + 1. Pour la construire, on identifie U , par un isomorphisme de
Poisson, au produit S0 × P0 d’une variété de Poisson symplectique S0
de dimension 2n, interprétée par la feuille symplectique de (U,Λ0|U )
qui passe par p, et d’une variété de Poisson P0 de dimension 1,
interprétée par la courbe intégrale, qui passe par p, d’un automorphisme
de Poisson infinitésimal X0 de Λ0 transverse à S0 en p, et on établit une
symplectisation de P0 en considérant le produit P0×R et en le munissant
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du tenseur de Poisson X0 ∧ ∂/∂t , t étant la coordonnée canonique sur le





où U˜ =U ×R et
Λ˜0 =Λ0 +X0 ∧ ∂
∂t
,
constitue évidemment une symplectisation de (U,Λ0|U ). Alors, (Λ0,Λ1)
est symplectisable sur U lorsqu’il est possible de construire sur U˜ un
tenseur de Poisson Λ˜1, compatible avec Λ˜0, tel que pi : (U˜, Λ˜1) →
(U,Λ1|U) soit de Poisson. Un calcul élémentaire démontre que la
dernière condition est satisfaite dès que
Λ˜1 =Λ1 +X1 ∧ ∂
∂t
,
où X1 est un champ de vecteurs défini sur U et dépendant paramétrique-
ment de t . Les autres conditions s’expriment respectivement par la nullité
des crochets [Λ˜1, Λ˜1] = 0 et [Λ˜0, Λ˜1] = 0. On a[
Λ˜1, Λ˜1
]= [Λ1 +X1 ∧ ∂
∂t
,Λ1 +X1 ∧ ∂
∂t
]





















]= [Λ0 +X0 ∧ ∂
∂t
,Λ1 +X1 ∧ ∂
∂t
]
= [Λ0,Λ1] + [Λ0,X1] ∧ ∂
∂t
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si, et seulement si,







Cette étude conduit alors à la proposition suivante.
PROPOSITION 4.1. – Soit (M,Λ0,Λ1) une variété bihamiltonienne de
dimension 2n+ 1, et p ∈M tel que corangΛ0(p)= 1. S’il existe sur un
voisinage U de p un automorphisme de Poisson infinitésimal X0 de Λ0,
transverse en p à la feuille symplectique de Λ0 qui passe par ce point,
et un champ de vecteurs X1 défini sur U et dépendant paramétriquement
















alors (Λ0,Λ1) est symplectisable sur U par
pi :
(
U˜ , Λ˜0, Λ˜1
)→ (U,Λ0|U,Λ1|U),(4.3)
où U˜ =U ×R,
Λ˜0 =Λ0 +X0 ∧ ∂
∂t
et Λ˜1 =Λ1 +X1 ∧ ∂
∂t
.
Il est en général difficile d’assurer l’existence de champs de vecteurs
X0 et X1 vérifiant les conditions demandées dans la proposition précé-
dente. L’automorphisme infinitésimal X0 deΛ0 étant choisi, ce problème
se ramène au problème d’existence des solutions d’un système d’équa-
tions aux dérivées partielles du deuxième ordre avec deux fonctions in-
connues qui est particulièrement difficile à étudier, (cf. §4.5).
LEMME 4.2. – Les hypothèses et notations étant les mêmes que dans
la Proposition 4.1, les automorphismes de Poisson infinitésimaux de Λ0
définis sur U et dépendant paramétriquement de t ∈ R sont les champs
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de vecteurs du type
Λ#0(df )+ g(c0, t)X0,
où f est une fonction différentiable sur U dépendante de t ∈ R, g est
une fonction différentiable de deux variables, et c0 est une fonction de
Casimir de Λ0 dont la différentielle est non nulle en tout point de U .
Démonstration. – Comme U ∼= S0 × P0,
TU = T S0⊕ T P0 = ImΛ#0|T ∗U ⊕ 〈X0〉.
Alors, chaque champ de vecteurs X défini sur U et dépendant de t ∈ R
s’écrit sous la forme
X=Λ#0(α)+ hX0,
où α est une 1-forme sur U dépendant de t (α est unique, à addition
près d’une section de kerΛ#0|T ∗U dépendant de t), et h est une fonction
différentiable sur U dépendant aussi de t . Bien entendu, X est un
automorphisme de Poisson infinitésimal de Λ0 si, et seulement si,
[Λ0,X] = [Λ0,Λ#0(α)+ hX0]=Λ∗0(dα)+Λ#0(dh)∧X0 = 0.
La dernière équation est équivalente au système :
Λ∗0(dα)= 0 et Λ#0(dh)= 0.
Par application du raisonnement développé sur Λ∗0 dans la Proposi-
tion 3.3, on déduit que Λ∗0(dα)= 0 si, et seulement si, la forme induite
par dα sur les feuilles symplectiques de la restriction deΛ0 à U est nulle ;
fait qui est vrai si, et seulement si, la forme induite par α sur ces feuilles,
notée αˆ, est fermée. D’après le lemme de Poincaré, αˆ est fermée lorsque
elle est localement exacte ; condition qui est satisfaite si, et seulement si,
α = df , où f est une fonction différentiable sur U dépendant paramétri-
quement de t . En outre, Λ#0(dh)= 0 si, et seulement si, h est une fonction
de Casimir de Λ0. Alors, puisque h dépend de t , h = g(c0, t), où g est
une fonction différentiable de deux variables, et c0 est une fonction de
Casimir de Λ0 dont la différentielle est non nulle en tout point de U . 2
Remarque 4.3. – Le champ de vecteurs Λ#0(df ) + g(c0, t)X0 est
tangent au feuilletage symplectique de la restriction de Λ0 à U pour tout
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valeur de t ∈R si, et seulement si, g(c0, t)= 0 en tout point de U et pour
tout t ∈R.
LEMME 4.4. – Les hypothèses et notations étant les mêmes que dans
les précédents, les champs de vecteurs X1 définis sur U et dépendant




+ (i(X0)dH + ∂G/∂t +C(c0, t))X0,(4.4)
où β est une section de T ∗U et H ∈ C∞(U,R), telles que Λ1 =
Λ∗0(dβ) + Λ#0(dH) ∧ X0, G est une fonction différentiable sur U
dépendant de t ∈ R, et C est une fonction différentiable de deux
variables.
Démonstration. – La compatibilité desΛ0 etΛ1 entraîne queΛ1 est un
2-cocycle de laΛ0-cohomologie H(U,Λ0|U). Par conséquent, d’après le
lemme dual de Poincaré (§2.2), Λ1 est un 2-cobord de H(U,Λ0|U), i.e.
il existe sur U un champ de vecteurs
Y =Λ#0(β)+HX0,
où β est une section de T ∗U et H ∈ C∞(U,R) (cf. Prop. 3.3(i)) unique,
à addition près d’un automorphisme de Poisson infinitésimal de Λ0, tel
que
Λ1 = [Λ0, Y ].
Donc
Λ1 = [Λ0,Λ#0(β)+HX0]=Λ∗0(dβ)+Λ#0(dH)∧X0.
Le champ de vecteurs X1 étant tangent à U et dépendant paramétri-
quement de t s’écrit sous la forme :
X1 =Λ#0(α)+ FX0,
où α et F sont respectivement une 1-forme et une fonction différentiable
définies sur U et dépendant paramétriquement de t ∈R. Par suite,




































En tenant compte de la relation (2.9), de la première équation de
(4.5) nous déduisons que Λ#0(α)−Λ#0(i(X0)dβ) est un automorphisme
de Poisson infinitésimal de Λ0 dépendant du paramètre t , tangent au
feuilletage symplectique de la restriction de Λ0 à U . Alors, d’après le





où G est une fonction différentiable sur U dépendant paramétriquement




d ◦ i(X0)dH )+Λ#0(d(∂G/∂t)),
d’où il vient
F = i(X0)dH + ∂G/∂t +C(c0, t),
où C est une fonction différentiable de deux variables et c0 est une
fonction de Casimir de Λ0 dont la différentielle est non nulle en tout
point de U . 2
Nous concluons ainsi le résultat suivant.
COROLLAIRE 4.5. – S’il existe une fonction différentiable G définie
sur U et dépendant du paramètre t ∈ R et une fonction différentiable C
de deux variables, telles que le champ de vecteurs (4.4) vérifie la relation
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(4.1), alors (Λ0,Λ1) est symplectisable sur U par pi : (U˜, Λ˜0, Λ˜1)→
(U,Λ0|U,Λ1|U), (4.3).
Cas de dimension 3. Soit (Λ0,Λ1) un couple de tenseurs de Poisson
compatibles défini sur une variété différentiable M de dimension 3, p
un point générique de M , et (U,x1, x2, x3) une carte centrée en p sur










où w ∈C∞(U,R) et w 6= 0. Considérons
X0 = ∂
∂x3







par conséquent β = 0 et H = ∫ w(x2, x3) dx2. Du Corollaire 4.5 il
découle que (Λ0,Λ1) est symplectisable sur U lorsqu’il existe des
fonctions différentiables G, définie sur U et dépendante de t , et C =























∂H/∂x3 + ∂G/∂t +C(c0, t)) ∂
∂x3
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COROLLAIRE 4.6. – Chaque variété bihamiltonienne (M,Λ0,Λ1) de
dimension 3 est symplectisable au voisinage de chaque point générique.
EXEMPLE-SYSTÈMES DE LAX–NOVIKOV 4.7. – Considérons sur
l’espace vectoriel de dimension infinie des fonctions u :S1 × R→ R,
où S1 est le cercle de rayon unité, l’équation d’évolution
us = uxxx − 6uux,
appelée équation de Korteweg de Vries (KdV), (les indices désignent
des dérivations partielles, x est la coordonnée périodique et s est la
coordonnée canonique de R), qui est bihamiltonienne relativement au
couple (D,E),
D= ∂x et E= ∂xxx − 4u∂x − 2ux,
d’opérateurs Hamiltoniens compatibles ; nous avons
















où δ désigne la différentielle variationelle, (cf. [10,37,28]). Considérons
en plus la hiérarchie de KdV
Q0 = ux,
Q1 = 1/4(uxxx − 6uux),
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Q2 = 1/16(uxxxxx − 10uuxxx + 30u2ux − 20uxuxx),
...
qui est constituée par des symétries de l’équation de KdV vérifiant les
relations de récursion de Lénard, i.e., pour tout i, j = 0,1,2, . . .
[Qi,Qj ] =Q′iQj −Q′jQi = 0,(4.6)








∂2x + · · · ,
et, pour tout k = 0,1,2, . . . , il existe sur l’espace considéré des fonctio-
nels Hk−1 et Hk tels que
Qk =DδHk = EδHk−1.
Soit
M = {u :S1 ×R→R | uxxxxx − 10uuxxx + 30u2ux − 20uxuxx = 0}
le lieu d’annulation deQ2. Bien entendu, M est une variété de dimension
5 parametrée par (u,ux, uxx, uxxx, uxxxx), invariante, à cause de (4.6), par
les Qi , i = 0,1,2, . . . , vus comme systèmes dynamiques dans l’espace
considéré, (cf. [13]).
Soit en plus (Λ0,Λ1) le couple de tenseurs de Poisson compatibles dé-
fini sur M relativement auquel les restrictions K0 et K1 respectivement
des Q0 et Q1 à M , appelées systèmes de Lax–Novikov, sont bihamilto-
niennes, [29]. Dans les coordonnées (hi), (i = 1, . . . ,5), de M définies
par
h1 = 12u, h2 =−
1
4
ux, h3 = 18
(







uxxxx − 5u2x − 6uuxx + 2u3
)
,
le couple (Λ0,Λ1) et les champs de vecteurs K0 etK1 ont respectivement
les expressions suivantes :
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− (4h3 + 2h21) ∂∂h4 ∧ ∂∂h5 ,




















− (h21 + 2h3) ∂∂h2 ∧ ∂∂h5
+ 2(h21 + h3) ∂∂h3 ∧ ∂∂h4 + 2(h1h2 + h4) ∂∂h3 ∧ ∂∂h5
+ (2h5 − 6h1h3 + h22 + 2h31) ∂∂h4 ∧ ∂∂h5 ,
K0 =−4h2 ∂
∂h1
− (2h21 + 4h3) ∂∂h2 − (4h1h2 + 4h4) ∂∂h3
− (4h1h3 + 4h5 + 2h22) ∂∂h4 + (4h21h2 − 8h1h4 − 8h2h3) ∂∂h5 ,
K1= 4(h1h2 − h4) ∂
∂h1
+ 2(h31 + h22 − 2h5) ∂
∂h2
+ 4(2h21h2 − h1h4 − h2h3) ∂∂h3
+ 2(h41 + h21h3 + 2h1h22 − 2h2h4 − 2h23) ∂∂h4
+ 4(h21h2 + h21h4 − 2h3h4) ∂∂h5 .
Nous avons
K0 =Λ#0(df )=Λ#1(−2dc0) et K1 =Λ#1(df )=Λ#0(dc1),
où
f (h)= h1h22 − 2h2h4 + h41 + 2h1h5 + h23 − 3h21h3
est une fonction de Casimir généralisée de (Λ0,Λ1) (cf. [29]),
c0(h)= h5 − 2h1h3 + h31
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est une fonction de Casimir de Λ0 et
c1(h)=−h51 + 3h31h3 − 2h21h5 − 2h1h23 + 2h3h5 − h22h3 + 2h1h2h4 − h24
est une fonction de Casimir de Λ1. Sans doute, la différentielle de c0
est non nulle en tout point d’un voisinage U d’un point générique de
M et X0 = ∂/∂h5 est un automorphisme de Poisson infinitésimal de la


























h22 − h5 + 3h1h3 − 2h31
)






dh3 + h2dh4 − h1dh5.
Afin d’établir la symplectisation de (Λ0,Λ1) sur U , il suffit de trouver
une fonction différentiable G définie sur U et dépendant du paramètre






















(−h1 + ∂G/∂t +C(c0, t)) ∂
∂h5
satisfasse la relation (4.1). Cette condition se traduit par un système de
dix équations aux dérivées partielles du deuxième ordre dont une solution
est :
G(h, t)=−th1 + h2 et C(c0, t)= t2.
Alors, le champ de vecteurs




+ (2h1 + t2) ∂
∂h5
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vérifie (4.1), d’où on conclût la symplectisation de (Λ0,Λ1) par pi : (U˜ ,
Λ˜0, Λ˜1)→ (U,Λ0|U,Λ1|U), (§4.5).
Nous présentons ensuite quelques cas particuliers de structures biha-
miltoniennes dans lesquels la procédure de la symplectisation décrite est
possible.
A. Structures de Poisson–Nijenhuis.
Soit (M,Λ0,N ) une variété de Poisson–Nijenhuis de dimension 2n+ 1,
i.e. M est munie d’un tenseur de Poisson Λ0 et d’un champ de tenseurs
N de type (1,1) à torsion de Nijenhuis
T (N)(X,Y )= [NX,NY ] −N[X,NY ] −N[NX,Y ] +N2[X,Y ]
= (LNXN −NLXN)Y
identiquement nulle pour tout couple (X,Y ) de champs de vecteurs sur
M , vérifiant les conditions de compatibilité :
NΛ#0 =Λ#0 tN,(4.7)
où tN :T ∗M→ T ∗M est l’opérateur transposé de N , et
LNXΛ0 = LXΛ0 · tN −LXN ·Λ0(4.8)
pour tout champ de vecteurs X sur M . Il est bien connu [30] qu’une
variété de Poisson–Nijenhuis est bihamiltonienne : (i) les relations
(4.7) et T (N) = 0 assurent que le champ de bivecteurs Λ1 associé au
morphisme de fibrés vectoriels Λ#1 :T ∗M→ TM , défini par Λ#1 =NΛ#0,
est de Poisson ; (ii) la relation (4.8) implique la compatibilité de Λ1
avec Λ0. Le champ de tenseurs N s’appelle opérateur de récursion de
(Λ0,Λ1).
Soit, en plus, p un point de M tel que rangΛ0(p) = 2n, et X0 un
automorphisme de Poisson infinitésimal deΛ0 transverse en p à la feuille
symplectique de Λ0 qui passe par ce point. Considérons le champ de
vecteurs X1 =NX0 ; il vérifie les conditions (4.1) et (4.2). Effectivement,









= −LNX0(NΛ0)=−LNX0N ·Λ0 −NLNX0Λ0 =
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= −LNX0N ·Λ0 −N
(
LX0Λ0 · tN −LX0N ·Λ0
)
= (NLX0N −LNX0N) ·Λ0 = 0
et








= −LX0Λ0 · tN +LX0N ·Λ0 −LX0N ·Λ0 −NLX0Λ0 = 0.
Alors, d’après la proposition (4.1), la structure bihamiltonienne (Λ0,Λ1),
Λ#1 = NΛ#0, est symplectisable sur un voisinage U de p dans M par la
projection pi : (U˜, Λ˜0, Λ˜1)→ (U,Λ0,Λ1), où
Λ˜0 =Λ0 +X0 ∧ ∂
∂t
et Λ˜1 =Λ1 + (NX0)∧ ∂
∂t
.
L’étude effectuée conduit alors à la proposition suivante.
PROPOSITION 4.8. – Chaque point p d’une variété de Poisson–
Nijenhuis (M,Λ0,N ) de dimension 2n+1, tel que rangΛ0(p)= 2n, pos-
sède un voisinage ouvert U dansM tel que (U,Λ0|U,Λ1|U ),Λ#1 =NΛ#0,
soit symplectisable par une variété de Poisson–Nijenhuis symplectique de
dimension 2n+ 2.
Remarques 4.9. – 1. Bien entendu, le couple (Λ˜0, Λ˜1) possède un
opérateur de récursion N˜ défini par N˜ = Λ˜#1 · Λ˜#−10 . Les champs de
tenseurs Λ˜0, Λ˜1 et Λ˜−10 ayant respectivement, dans les coordonnées
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Alors, comme N˜(〈∂/∂t〉) = 〈∂/∂t〉 et L∂/∂t N˜ = 0, l’opérateur N˜ se
projette par pi à un tenseur de Nijenhuis sur U qui évidemment coïncide
avec N , (cf. [44]).
2. La variété (M,Λ0,N ) étant de Poisson–Nijenhuis, elle est munie
d’une hiérarchie (Λk, k ∈ N) de tenseurs de Poisson deux à deux
compatibles sur M ; pour tout k ∈ N, le morphisme de fibrés vectoriels
associé à Λk est défini par Λ#k =NkΛ#0. La compatibilité des Λk , k ∈ N,
avec Λ0 entraîne que
LNkXΛ0 = LXΛ0 · tNk −LXNk ·Λ0(4.9)
pour tout champ de vecteurs X sur M . Posons, pour tout k ∈N,
Xk =NkX0 et Λ˜k =Λk +Xk ∧ ∂
∂t
.
De cette manière nous construisons sur U˜ une suite (Λ˜k , k ∈ N) de
tenseurs de Poisson deux à deux compatibles telle que, pour tout k ∈ N,
la projection pi : (U˜, Λ˜k)→ (U,Λk|U) soit un morphisme de Poisson.
Effectivement, en tenant compte des relations
LNkXN
l −NkLXNl = 0
pour tout k, l ∈ N et tout champ de vecteur X sur M (elle est equivalente
à T (N)= 0), [Λ0,X0] = 0 et (4.9), nous vérifions facilement que, pour
tout k, l ∈N,[
Λ˜k, Λ˜k
]= 0, [Λ˜kΛ˜l]= 0 et pi∗Λ˜k =Λk.
La suite (Λ˜k , k ∈ N) n’est que la hiérarchie de tenseurs de Poisson deux
à deux compatibles qui est engendrée sur U˜ à partir de Λ˜0 et de N˜ .
Une classe intéressante de structures de Poisson–Nijenhuis est celle de
structures de Poisson–Nijenhuis linéaires. Une telle structure peut être
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construite sur le dual G∗ d’une algèbre de Lie G à partir de la structure de
Lie–Poisson et d’une solution de l’équation de Yang–Baxter classique
[42] ou de Yang–Baxter modifiée [41,36] qui, dans toutes les deux
cas, munit G∗ d’une structure de Nijenhuis linéaire, compatible avec la
structure de Lie–Poisson ; leur combinaison produit sur G∗ une structure
de Poisson quadratique, (cf. [21,41,30,31]). Ces structures jouent un rôle
important dans la théorie des systèmes intégrables. Quelques systèmes
complètement intégrables connus peuvent être vus comme systèmes
bihamiltoniens relativement à une structure de Poisson–Nijnhuis linéaire
sur le dual d’une algèbre de Lie simple (p. ex. les systèmes de type de
Toda, [22]) ou d’une algèbre de Lie associative [41].
Exemple 4.10. – Considérons l’algèbre de Lie des symétries infinité-
simales de l’équation pour la conduction de chaleur dans un bâton de
dimension un :
us = uyy
qui est engendrée (cf. [37]) par les champs de vecteurs :
e1 = ∂y, e2 = ∂s, e3 = u∂u, e4 = y∂y + 2s∂s ,
e5 = 2s∂y − yu∂u, e6 = 4sy∂y + 4s2∂s − (y2 + 2s)u∂u.
Nous établissons facilement que les e1, e2, e3, e4, e5 engendrent une sous-
algèbre de Lie G. Soit G∗ l’espace dual de G muni de la base duale de
(e1, e2, e3, e4, e5), Λ0 la structure de Lie–Poisson sur G∗ qui, dans le
système de coordonnées (linéaires) (x1, x2, x3, x4, x5) associé aux bases
considérées, a l’expression :





















et r :G∗ → G l’application linéaire antisymétrique vérifiant, pour tout µ,
ν, ξ ∈ G∗, l’équation de Yang–Baxter classique :〈
µ, [rν, rξ ]〉+ 〈ν, [rξ, rµ]〉+ 〈ξ, [rµ, rν]〉= 0,
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et ayant, dans les bases duales considérées, l’expression matricielle :
r=

0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0
0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
 .
En tout point x ∈ G∗, nous faisons les identifications naturelles TxG∗ =
G∗ et T ∗x G∗ = G et nous considérons l’application Nx :TxG∗ → TxG∗
définie par Nx =Λ#0 x ◦ r ; alors, dans la base choisie de G∗,
Nx =

0 x1 0 0 0
0 2x2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 −2x2 2x2 0
0 −x5 −2x1 2x1 0
 .
Soit N le champ de tenseurs linéaire de type (1,1) défini sur G∗ qui, en
tout x ∈ G∗, coïncide avec Nx . Il est bien connu (cf. [30]) que N munit G∗
d’une structure de Nijenhuis compatible avec la structure de Lie–Poisson
Λ0 ; par suite (G∗,Λ0,N ) est une variété de Poisson–Nijenhuis linéaire.
Considérons, enfin, le tenseur de Poisson homogène quadratique Λ1
associé au morphisme de fibrés vectorielsΛ#1 :T ∗G∗ → T G∗,Λ#1 =NΛ#0,
qui, dans les coordonnées (linéaires) (x1, x2, x3, x4, x5), a l’expression :























Nous allons établir que la structure bihamiltonienne (Λ0,Λ1) construite
sur G∗ est symplectisable au voisinage d’un point générique de G∗.
Effectivement, soit p = (p1,p2,p3,p4,p5) un tel point avec p3 6= 0,












qui est un automorphisme de Poisson infinitésimal de Λ0, transverse
au feuilletage symplectique de sa restriction à U (ce feuilletage est
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déterminé par l’équation x3 = const. et X0(x3) = 1 6= 0), et, en plus, le
champ de vecteurs





















D’après un calcul élémentaire, nous démontrons que
[Λ1,X1] = 0,
i.e. X1 est un automorphisme de Poisson infinitésimal de Λ1, et que
[Λ0,X1] + [Λ1,X0] = 0,
d’où nous concluons (cf. Prop. 4.1) la symplectisation de (Λ0,Λ1) sur U
par la projection canonique
pi :
(
U ×R, Λ˜0, Λ˜1)→ (U,Λ0|U,Λ1|U),
où
Λ˜0 =Λ0 +X0 ∧ ∂
∂t
, Λ˜1 =Λ1 + (NX0)∧ ∂
∂t
,
t étant la coordonnée canonique sur la direction ajoutée.
B. Structures déformées
DÉFINITION 4.11. – Soit (M,Λ) une variété de Poisson et φs :M→
M un groupe à un paramètre de difféomorphismes de champ de vecteurs
associé X(x) = d
ds
|s=0φs(x). On dit que φs définit une déformation
infinitésimale du tenseur de Poisson Λ lorsque son image LXΛ par
l’application dérivée de Lie le long du champ de vecteurs X est aussi
un tenseur de Poisson.
Soit (M,Λ0,Λ1) une variété bihamiltonienne de dimension 2n + 1,
p un point de M tel que rangΛ0(p) = 2n, et X0 un automorphisme de
Poisson infinitésimal de Λ0 transverse en p à la feuille symplectique de
Λ0 qui passe par ce point. Comme nous avons déjà noté, sur un voisinage
U de p, Λ1 est un 2-cobord de la Λ0-cohomologie H(U,Λ0|U), i.e.,
il existe sur U un champ de vecteurs Y , unique à addition près d’un
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automorphisme de Poisson infinitésimal de Λ0, tel que
Λ1 = [Λ0, Y ] =−LYΛ0.
Alors, le groupe local à un paramètre φs :U → U de difféomorphismes
de U associé à Y détermine une déformation infinitésimale de Λ0.
Dans le cas où le champ de vecteurs LYX0 est un automorphisme
de Poisson infintésimal de Λ1 = −LYΛ0, la structure bihamiltonienne
(Λ0,Λ1) est symplectisable sur U par la projection pi : (U˜, Λ˜0, Λ˜1)→
(U,Λ0|U,Λ1|U ) définie par (4.3). Effectivement, en considérant X1 =
−LYX0, on a







= [Λ0, [X0, Y ]]− [[Y,Λ0],X0]= 0,
d’où il découle (cf. Prop. 4.1) le resultat énoncé.
Example-Le réseau de Toda 4.12. – On considère sur R2n−1 le couple
(Λ0,Λ1) de tenseurs de Poisson compatibles qui, dans les coordonnées








































(par convention, an = 0), et le champ de vecteurs hamiltonien T =
Λ#0(dH), où H = 2
∑n
i=1 b2i + 4
∑n−1
i=1 a2i . Les tenseurs Λ0 et T ne sont
que les projections par la transformation de Flaschka [12] :
F :R2n→R2n−1
(q1, . . . , qn,p1, . . . , pn)→ (a1, . . . , an−1, b1, . . . , bn),
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où ai = 1/2 exp(1/2(qi − qi+1)), i = 1, . . . , n − 1, et bj = −1/2pj ,



















D’autre part, Λ1 est le tenseur de Poisson construit par Adler (cf. [2]),
relativement auquel T est aussi un champ de vecteurs hamiltonien dont
l’hamiltonien est la fonction de Casimir c0 =∑ni=1 bi de Λ0. Par suite, T
définit sur R2n−1 un système bihamiltonien.
D’après un calcul élémentaire nous établissons que le champ de
vecteursX0 =∑ni=1 ∂/∂bi est un automorphisme de Poisson infinitésimal





























qui est le champ de vecteurs d’Euler, est un automorphisme de Poisson
infinitésimal de Λ1 et






∧X0 = 4Λ0 − 4Λ0 = 0,
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la structure (Λ0,Λ1) est symplectisable sur un voisinage U d’un point
générique p ∈R2n−1 par
pi :
(
U˜ , Λ˜0, Λ˜1
)→ (U,Λ0|U,Λ1|U).
Remarque 4.13. – Damianou démontre dans [6,7] l’existence sur
R2n−1 d’une suite Y = (Y−1,Y0,Y1, . . .) de champs de vecteurs et d’une
suite W = (W1,W2,W3, . . .) de tenseurs de Poisson non-linéaires dont
les coefficients sont des polynômes homogènes (ceux deWk sont de de-
gré k) associés au réseau de Toda vérifiant les relations :
(1) [Yk,Yl] = (l − k)Yk+l , pour tous k, l =−1,0,1, . . . ;
(2) [Wk,Yl] = (l − k + 2)Wk+l , pour tout k = 1,2, . . . et l = −1,0,
1, . . . ;
(3) [Wk,Wl] = 0, pour tous k, l = 1,2,3, . . . .
Les deux premiers termes de W coïncident respectivement avec les
tenseurs 4Λ0 et Λ1 de l’exemple précédent ; le troisième coïncide avec
le tenseur de Poisson de Kupershmidt donné dans [24].
En utilisant les relations (1)–(3), nous construisons sur R2n une suite
W˜ = (W˜1,W˜2,W˜3, . . .) de tenseurs de Poisson non-dégénérés, deux à
deux compatibles, qui se projette par l’application pi de l’exemple 4.12
surW . Pour la construction, il suffit de poser, pour tout k = 1,2,3, . . .
W˜k =Wk +Yk−2 ∧ ∂
∂t
.





est une symplectisation de (U,Wk|U,Wl|U ), U étant un voisinage d’un
point générique de (R2n−1,Wk,Wl) et U˜ =U ×R.
Remarquons que les nouveaux termes de W sont engendrés par les
anciens en prenant leurs dérivées de Lie suivant les champs de vecteurs
de la suite Y . De la même manière nous élaborons les termes de W˜ .
En outre, la non-dégénérescence de Λ˜0 = 1/4W˜1 assure l’existence d’un
opérateur de récursion N˜ de (Λ˜0, Λ˜1), Λ˜1 = W˜2, à l’aide duquel nous
construisons sur R2n la hiérarchie (Λ˜k, k ∈ N), Λ˜#k = N˜kΛ˜#0, de tenseurs
de Poisson deux à deux compatibles. La projection de (Λ˜k, k ∈ N) par
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pi coïncide aussi avec W (cf. [34,11]), mais ses termes, sauf les deux
premiers, sont différents de ceux de W˜ .
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